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Fuusikalised konstandid

Allpool on fuusikaliste konstantide nimekiri, mida te vdite oma lahendustes kasutada lisaks Ulesandes

antud suurustele.

Fausikaline konstant Tahis Vaartus
Valguse kiirus vaakumis c 299792458 m/s
Vaakumi magnetiline l&bitavus Lo 47 - 1077 N/A%;
[1 N/A2 = 1Vs/Am]
Vaakumi dielektriline labitavus €0 8.854187817 - 1072 F/m;
[1F/m =1As/Vm]
Elementaarlaeng e 1.6021766208(98) - 10712 C;
[1C=1A"5]
Elektroni seisumass Me 9.10938356(11) - 1073 kg
Prootoni seisumass mp 1.672621898(21) - 10727 kg
Neutroni seisumass mp, 1.674927471(21) - 10727 kg
Aatommassilhik Mamy 1.660539040(20) - 10-27 kg
Gravitatsioonikonstant G 6.67408(31) - 10~ m3/(kg - s?)
Avogadro arv Na 6.022140857(74) - 10?3 mol~"
Gaasikonstant R 8.3144598(48) J/(K - mol)
Boltzmanni konstant kg 1.38064852(79) - 10723 J/K
Stefan-Boltzmanni konstant o 5.670367(13) - 1078 W/(m? - K*)
Plancki konstant h 6.626070040(81) - 10734] - s

Taandatud Plancki konstant

1.054571800(13) - 10734 s
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Planetaarfuusika (10 punkti)

See ulesanne koosneb kahest iseseisvast planeetide sisemust kasitlevast osast. Planeetide pinna kume-
rusega kummaski osas pole vaja arvestada. Vaja v8ib minna valemit

(14 )¢ ~ 1+ ex, juhul kui |z| < 1. (1)

Osa A. Ookeani keskahelik (5,0 punkti)

Vaadeldakse suurt veeanumat Uhtlases gravitatsioonivaljas raskuskiirendusega g. Kaks Uksteisega paral-
leelset ristkilikukujulist vertikaalset plaati paigutatakse anumasse nii, et plaatide vertikaalsed aared on
tihedalt veeanuma aarte vastas. Mdlemad plaadid on h jagu vees (joonis 1). Plaatide laius on piki y-telge
w, vee tihedus on p,,.

w (normal to the w (normal to the
page) page)
- g l
g l . oil
air air
water  Z Po water .
h Poill
X y x
’ Po
A: without oil B: with ol

Joonis 1. Paralleelsed plaadid vees.

Oli tihedusega py; (poi < po) valatakse plaatide vahele kuni 8li alumine kontaktpind veega jduab plaatide
alumise aareni ning vett enam plaatide vahel ei ole. Eeldada, et plaadid ja veeanuma aared on piisavalt
kdrged selleks, et 8li nendest Ule ei hakka voolama. Pindpinevuse ja vedelike segunemisega ei ole vaja
arvestada.

A1 Mis on paremale plaadile m&juva kogujéu z-komponent F, (suurus ja suund)?  0.8pt

Joonisel 2 on toodud ookeani keskaheliku ristldige. See koosneb Uksteise peal olevatest vahevdé (mant-
le), maakoore (crust) ja ookeanivee (ocean water) kihtidest. Vahevo koosneb kividest, mis saavad voolata
geoloogilistel ajaskaaladel ja seega ka selles Ulesandes kasitletakse vahevddd vedelikuna. Maakoore pak-
sus on palju vaiksem kui z-suunalised pikkused, seega kaitub maakoor vabalt painduva plaadina. Heas
lahenduses vbib sellist ahelikku vaadelda kahe-dimensionaalse siisteemina, kus y-telje sihilist variatsioo-
ni ei esine. Eeldage, et aheliku pikkus L piki y-telge on palju suurem ulejaanud Ulesandes esinevatest
pikkustest.

Aheliku keskel on maakoore paksus null. Keskmest horisontaalse kauguse = suurenedes muutub maa-
koor paksemaks ning Idheneb konstantsele paksusele D kui z — oo. Vastavalt, ookeani p&hi l[aheneb
stgavusele h vdrreldes aheliku tipuga O, mis on defineeritud kui koordinaatide alguspunkt (vt joonist 2).
Vee tihedus p, ja temperatuur T, on ajas ja ruumis konstantsed. Sama kehtib ka vahevdd tiheduse p, ja
temperatuuri T, jaoks. Maakoore temperatuur T on samuti ajas konstantne, kuid v8ib sdltuda asukohast.

Heas lahenduses sdltub maakoore materjali paisumine lineaarselt temperatuurist 7. Kuna vee ja va-
hevoo temperatuurid on konstantsed, siis on mugav kasutada muudetud soojuspaisumistegurit. Siis
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(T) = 4 [1—k/(Ty —T) /(Ty —Ty)], kus [ on vaadeldava maakoore materjali vaikese osa pikkus, I, on
selle pikkus temperatuuril 7}, ja k; on konstantne muudetud soojuspaisumistegur.

g
air E
0] LY X
e () < ->
water  pg, Ty
h
D p(T),T () i
VT h+ D
\4
mantle P, T1 z

Joonis 2. Ookeani keskahelik. z-telg on suunaga allapoole.

A.2 Eeldusel, et maakoor on isotroopne, leidke kuidas sdltub maakoore tihedus p  0.6pt
selle temperatuurist T'. Eeldage, et |k;| <« 1, kirjutage oma vastus ligikaudsel
kujul

(2)

T, —T
p(T)%pl{Hk - ]

Tl _T‘O

kus k7 ja kdrgemat jarku lilkkmetega ei arvestata. Leidke konstant .

On teada, et k£ > 0. V8ib eeldada, et maakoore soojusjuhtivustegur x on konstantne. Sellest tulenevalt
aheliku teljest vaga kaugel s6ltub maakoore temperatuur sigavusest lineaarselt.

A3 Eeldusel, et vahev0 ja vesi kaituvad kui hiidrostaatilises tasakaalus olevad kok-  1.1pt
kusurumatud vedelikud, leidke vaga kaugel oleva maakoore paksus D suuruste
h, por p1, ja@ k kaudu. Materjali liikumisega pole vaja arvestada.

A4 Leidke parempoolsele maakoore osale m&juv horisontaalne jéud F muutujate  1.6pt
por P1. hy L, k ja gkaudu. Arendage jéud ritta k£ jargi ning jatke alles kdige olulisem
liige.

Oletame, et maakoor on Ulejaanud planeedist soojuslikult isoleeritud. Soojusjuhtivuse tdttu hakkavad
maakoore Ulemise ja alumise pinna temperatuurid Uhtlustuma. Temperatuurid Idhenevad teineteisele
soojusliku tasakaalu saabumiseni. Vdite eeldada, et maakoore erisoojus ¢ on konstantne.
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A5 Kasutades dimensioonide analllsi vdi suurusjarkude analtusi, hinnake karak-  0.9pt
teerset aega 7, mille jooksul Glemise ja alumise pinna temperatuuride vahe kau-
gel aheliku teljest Iaheneb nullile. Vdite eeldada, et 7 ei s6ltu maakoore pindade
algtemperatuuridest.

Osa B. Seismilised lained kihilises keskkonnas (5,0 punkti)

Oletame, et planeedi pinnal toimub Ithike maavarin. Selle tulemusena tekivad seismilised lained, mis
saavad alguse joonelt koordinaatidel = = z = 0, kus = on horisontaalne koordinaat ja z on stigavus
pinnast allpool (Joonis 3). Seismilise laine allika pikkus on palju suurem Ulejaanud ulesandes olevatest
pikkustest.

Maavarina tulemusel tekib Ghtlane voog nn P (primaarseid) pikilaineid k&igis z-z suundades tasandis,
mille z-telje komponent on positiivne. Kuna tahkistes liikuvate lainete teooria on keeruline, siis selles
Ulesandes me teisi laineid ei uuri. Planeedi maakoor on kihiline nii, et P-laine kiirus v sdltub sligavusest
z vastavalt valemile v = v, (1 + z/z,), kus v, on kiirus maapinnal ja z, on teadaolev positiivhe konstant.

. earthquake
air

¥ >

crust X

v
Z

Joonis 3. Osas B kasutatav koordinaatslisteem.

B.1 Vaatame Uksikut maavarinast tekkinud kiirt, mis on nurga 0 < 6, < w/2 all z- 1.5pt
telje suhtes ja levib z-z tasandis. Mis on horisontaalne koordinaat z,(6,) # 0,
kus Kiir jBuab uuesti planeedi pinnale? Kiire teekond maakoores on ringjoone
kaar. Kirjutage oma vastus kujul z,(6,) = Acot(bd,), kus A ja b on konstandid,
mida on vaja leida.

Kui te ei leidnud konstante A ja b eelmises klsimuses, siis kasutage edaspidi seost x,(6,) = A cot(bd,).
Oletame, et koguenergia Uhikpikkuse kohta, mis jduab maakoorde laineallikast P-lainetena maavarina
ajal on FE. Eeldage, et lained neelduvad taielikult, kui nad jduavad planeedi pinnale altpoolt lahenedes.

B.2 Leidke, kuidas planeedi pinnas neeldunud energiatihedus pindala kohta ¢(z)  1.5pt
s8ltub kaugusest modda planeedi pinda z. Tehke ¢(z) graafik.

NuUUdsest eeldame, et lained hoopis peegelduvad téielikult, kui nad jéuavad planeedi pinnani. Kohta
z = x = 0 on asetatud seade, mis on sama geomeetriaga kui eelnevalt kirjeldatud maavarina allikas. See
seade suudab tekitada P-laineid vabalt valitud nurkjaotusega. Tapsemalt, signaali algne nurk vertikaaliga
on vahemikus [0, — $66,, 0, + 306,], kus 0 < 0, < /2, 66, < 1 ja 66, < 6.
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B.3 Mis kaugusel z,,,, mé6da planeedi pinda asub kdige kaugem punkt, kuhu see  2.0pt
signaal ei jdua? Avaldage vastus 6, 66, ja teiste Uleval antud konstantide kaudu.
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Elektrostaatiline laats (10 punkti)

Vaatleme Uhtlaselt laetud metallist rongast raadiusega R ning kogulaenguga ¢. Rdngas on seest ddnes
toroid paksusega 2a <« R. Osades A, B, C ja E ei ole vaja selle paksusega arvestada. zy tasand Uhtib
ronga tasandiga ning z-telg on vastava tasandiga risti. RGngas on kujutatud joonisel 1. Osades A ja B
vdib kasulikuks osutuda valem (Taylori rittaarendus)

1
(I+z)f~1+ex+ 55(5 —1)22, juhul kui |z| < 1.

q

Joonis 1. Laetud réngas raadiusega R.

Osa A. Ronga teljel elektrostaatilise potentsiaali leidmine (1 punkt)

A1 Arvutage pikki telge rénga elektrostaatiline potentsiaal ®(z) kaugusel z rénga  0.3pt
keskpunktist (punkt A on kujutatud joonisel 1).

A.2 Arendage elektrostaatiline potentsiaal ®(z) ritta madalaima nullisterineva zast-  0.4pt
meni, eeldusel et z < R.

A3 Elektron (massiga m ja laenguga —e) asetatakse punkti A (joonis 1, = « R). 0.2pt
Missugune on elektronile mdjuv jdud? Uurides jdu avaldist, leidke mis margiga
peaks ¢ olema selleks, et laeng jargneva lilkkumise kaigus edasi-tagasi vénkuma
hakkaks. Elektroni liikumine ei m&juta rénga laengu jaotust.

A4 Missugune on selle harmoonilise vonkumise nurksagedus w? 0.1pt

Osa B. Elektrostaatiline potentsiaal ronga tasandil (1,7 punkti)

Selles osas uurite potentsiaali ®(r) rénga tasandil (= = 0) vaikeste telje kauguste jaoks r « R (punkt B
joonisel 1). Arendades potentsiaali ritta kdige madalama nullist erineva » astmeni, on elektrostaatiline
potentsiaal avaldatav valemi ®(r) ~ ¢(a + 8r?) kaudu.

B.1 Leidke s avaldis. Te vdite kasutada eelnevalt mainitud Taylori rittaarenduse va-  1.5pt
lemit.
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B.2 Elektron asetatakse punkti B (joonis 1, » « R). Missugune on elektronile md-  0.2pt
juv jdud? Uurides jou avaldist, maarake mis margiga peaks ¢ olema selleks, et
edasine liikumine vastaks harmoonilisele vonkumisele? Elektroni liikumine ei
mdjuta rdnga laengu jaotust.

Osa C. Idealiseeritud elektrostaatilise ladtse fookuskaugus: hetkeline laadimine (2,3
punkti)

Elektronide fokuseerimise eesmargil ehitatakse seade — elektrostaatiline laats. Seadmel on jargnev Ules-
ehitus. Rdngas asub z-teljega risti olevas tasandis nagu naidatud joonisel 2. Lisaks on meil elektronide
allikas mis tulistab valja mitterelativistlikke elektrone vabalt valitava kiiruse ja suunaga. Elektronide ki-
neetiline energia on E = mv?/2 (v on kiirus) ning nende tulistamise hetk on tapselt kontrollitav. Sus-
teem on programmeeritud nii, et réngas on suurema osa ajast neutraalne, aga rénga kogulaeng muutub
vOrdseks g¢-ga siis, kui elektronid on rénga tasandile lahemal kui d/2 (d < R) (sisenedes nn "aktiivses-
se piirkonda”, hall ala joonisel 2). Osas C eeldage, et rénga laadimine ja tihjaks laskmine on hetkelised
ning et elektrivali “taidab ruumi” hetkeliselt. Lisaks v&ib ignoreerida magnetvalja mdju ning eeldada, et
elektronide z-suunaline kiiruse komponent on konstantne. Elektronide liikumine ei méjuta rénga laengu
jaotust.

q
Joonis 2. Elektrostaatilise laatse mudel.

CA1 Maarake laatse fookuskaugus f eeldusel et f > d. Avaldage vastus osas B.1  1.3pt
defineeritud § ning teiste teadaolevate muutujate kaudu. Eeldage, et enne "ak-
tiilvsesse piirkonda” sisenemist on elektronide kimp z-teljega paralleelne ning
et r < R. Laengu ¢ mark on valitud nii, et 1dats on fokuseeriv.

Tegelikkuses asub elektronide allikas z-teljel kaugusel b > f r6nga keskpunktist. Nulid vaadelge elektro-
ne, mis ei ole enam enne "aktiivsesse piirkonda” sisenemist z-teljega paralleelsed, vaid hakkavad punk-
tallikast liilkuma vabalt valitava nurga v « 1 all z-telje suhtes. Elektronid fokuseeruvad kaugusele ¢ rénga
keskpunktist asuvasse punkti.

C.2 Leidke ¢ avaldis. Avaldage vastus osas B.1 defineeritud g ning teiste teadaole-  0.8pt
vate muutujate kaudu.
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c3 Kas laatsevalem 0.2pt
1 1 1

b ¢ f
on elektrostaatilise laatse jaoks rahuldatud? Naidake see selgelt ara avaldades
1/b+ 1/c vaartuse.

Osa D. Rongas kondensaatorina (3 punkti)

Siiamaani kasutatud mudel on idealiseeritud ning eeldab, et |aats laeti hetkeliselt. Tegelikkuses réngas
ei laeta hetkeliselt, sest réngas kaitub kondensaatorina, millel on 16plik mahtuvus C. Selles osas uurime
selle kondensaatori omadusi. Vaja vdib minna jargnevate integraale:

dz cosz+1
- =—In .7’+const
sinz sinz
ja
/ dz In’ +V1+ 2‘+c0 t
—_— Y = X T nst.
V1422

D.1 Arvutage ronga mahtuvus C. Pidage silmas, et rdngal on 18plik paksus 2a ning  2.0pt
eta < R.

Hetkel, mil elektronid jduavad "aktiivsesse piirkonda” Uhendatakse réngas pingeallikaga V,, (joonis 3).
"Aktiivsest piirkonnast” valjudes rdngas maandatakse. R&nga kontaktide takistus on R, ning rdnga enda
takistusega ei ole vaja arvestada.

C
Vo

l— Ry

Joonis 3. Elektrostaatilise laatse laadimine.

D.2 Madrake ronga kogulaengu ¢(t) sbltuvus ajast, ning kandke vastav sdltuvus kva-  1.0pt
litatiivselt graafikule. ¢ = 0 vastab hetkele, mil elektronid on rénga tasandil.
Missugune on rénga laengu g, vaartus siis, kui laengu ¢(¢) absoluutvaartus on
maksimaalne? Rdnga mahtuvus on C (teisisdnu, te ei pea osas D.1 leitud tege-
likku avaldist kasutama).

Maérkus: Joonisel 3 kujutatud pingeallika polaarsus on vaid illustratiivsetel ees-
markidel. Pingeallika mark peaks olema valitud nii, et 1aats fokuseerib.
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Osa E. Realistlikuma laatse fookuskaugus: mitte hetkeline laadimine (2 punkti)

Selles osas peate realistlikuma ladtse omadusi arvestama. Sarnaselt osadega A, B ja C, ei pea arvestama
laatse paksusega 2a ning vdite eeldada et elektronid liiguvad enne "aktiivsesse piirkonda” sisenemist
paralleelset z-teljega. Samas, rénga laadimine ei ole enam hetkeline.

E.1 Leidke laatse fookuskaugus f. Eeldage, et f/v > R,C, aga et d/v ja R,C on 1.7pt
samas suurusjargus. Avaldage vastus osas B kirjeldatud konstandi 3 ning teiste
teadaolevate muutujate kaudu.

E.2 L8puks peaksite leidma f jaoks vaga sarnase avaldise osas C leitud avaldisega  0.3pt
vlrreldes. Ainus erinevus on see, et ¢ on asendatud efektiivse laenguga g¢.
Leidke ¢.¢ avaldis kasutades teada olevaid suurusi.
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Osakesed ja lained (10 punkti)

Osakese-laine duaalsusel, mille kohaselt saab iga osakest kirjeldada lainena ja ka vastupidi, on kvant-
mehaanikas keskne roll. Kdesolevas Ulesandes toetume osakese-laine duaalsusele ja veel mdnele p&-
hieeldusele, et uurida mitmesuguseid kvantnahtusi, mis on seotud kaht erinevat ttupi mikromaailma
osakestega — fermionite ja bosonitega.

Osa A. Kvantosake kastis (1,4 punkti)

Vaatleme osakese massiga m liikumist Uhe-dimensionaalses potentsiaaliaugus, mille potentsiaalne ener-
gia V(z) on antud kujul

<x<L:
Viz) = 0, Oszsk; 1)
0o, x<0orz>L.

Kuigi klassikaline osake v&8ib sellises potentsiaaliaugus lilkkuda mistahes kineetilise energiaga, siis kvan-
tosakesel saavad olla ainult teatud lubatud positiivsed diskreetsed energiatasemed. Igas sellises lubatud
olekus olevat osakest saab kirjeldada de Broglie laine seisulainega, mille sdlmpunktid paiknevad potent-
siaaliaugu seintel.

A1 Maarake potentsiaaliaugus oleva kvantosakese minimaalne vdimalik energia  0.4pt
E.in- Avaldage oma vastus suuruste m, L ja Plancki konstandi i kaudu.

Minimaalse v8imaliku energiaga osakese olekut kutsutakse pdhiolekuks ja k&iki tlejaanud lubatud ole-
kuid kutsutakse ergastatud olekuteks. Tahistame pdhioleku energia F; ja tahistame k&igi vGimalike ole-
kute energiad E,,, sorteerituna energia vaartuse kasvavas jarjekorras.

A2 Leidke Uldine avaldis energia E,, jaoks (kusn =1, 2, 3,...). 0.6pt

A3 Osake saab hetkeliselt Gle minna Uhelt olekult teisele, kiirates v6i neelates foo-  0.4pt
toni, mille energia on v8rdne osakese olekute energiate vahega. Leidke sellise
footoni lainepikkus X,;, mis kiiratakse osakese Gleminekul esimeselt ergastatud
olekult (E,) pdhiolekule (E,).

Osa B. Molekulide optilised omadused (2,1 punkti)

Selles osas uurime tsuaniini molekuli Cy5 mitmeid optilisi omadusi. Tsuaniin on laialt kasutatav varvai-
nemolekul, mis on skemaatiliselt esitatud Joonisel 1a. Selle optilised omadused maarab peamiselt ara
selle susinikahel, mis koosneb vaheldumisi Uksik- ja kaksiksidemetega seotud susiniku aatomitest na-
gu naidatud Joonisel 1b, samas kui molekuli otstel paiknevad silmused ja radikaalid R optilisi omadusi
praktiliselt ei mdjuta. Susinikahelas paikneva iga C aatomi (ja ka N aatomi) neljast valentselektronist kolm
moodustavad keemilisi sidemeid, kuid Ulejaanud valentselektronid on "jagatud” ja saavad liilkuda piki ko-
gu susinikahelat. Selliste elektronide potentsiaalne energia on Joonisel 1c naidatud peenikese lainetava
joonena, mille miinimumid vastavad C ja N aatomite asukohtadele.
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V(x) A
~ L=10.5 R
JANANNANNVANNANYANNAWNAY
l/fo\\ (5 9 Q 01 N A A
N ¢ Cc C N NCCCCCCCN x
(b) (c)

Joonis 1. (a) Tstaniini molekuli Cy5 keemiline struktuur (lihtsuse huvides pole vesiniku aato-
meid joonisel ndidatud ja R tdhistab mingeid radikaale). (b) Molekuli Cy5 stisinikahel, kus kesk-
mine aatomite vaheline kaugus on [ . (c) Elektroni potentsiaalne energia piki susinikahelat (pee-
nike joon) ja selle [ahendus kastfunktsiooniga vastavalt vdrrandile (1) (paks joon).

Lihtsuse huvides lahendame potentsiaalse energia profiili lihtsa funktsiooniga, mis on antud vdrrandiga
(1), kus laius L = 10.5! (vt paks jooni Joonisel 1c) jal = 140 pm on keskmine aatomite vaheline kaugus (vt
Joonis 1b). Selle tulemusena saame "elektroonse gaasi”, mis koosneb 10 elektronist (7 elektroni C aatomi-
telt, 2 elektroni N aatomilt ja 1 elektron N* ioonilt), mis liiguvad tGhe-dimensionaalses potentsiaaliaugus,
mida vaatlesime osas A. Oma arvutustes v8ime jatta arvestamata nende elektronide omavahelise inte-
raktsiooniga; kuid samas peaksime siiski silmas pidama, et elektronid on fermionid ja alluvad seetdttu
Pauli keeluprintsiibile. Samuti jatame arvestamata teiste elektronide mdju ja aatomituumade liikumise.

B.1 Leidke suurim footoni lainepikkus )\, mida saab Cy5 molekul neelata, eeldades,  0.8pt
et algselt paikneb elektronide slisteem oma madalaima energiaga olekus. Aval-
dage vastus, kasutades suurust [, fulsikalisi konstante ja teatud numbrilist kor-
dajat. Arvutage valja ka vastuse numbriline vaartus.

B.2 Varvaine molekulil Cy3 on sarnane struktuur, kuid selle susinikahel on 2 stsi-  0.4pt
niku aatomi vdrra lihem. Kas Cy3 molekuli neeldumisspekter on nihutatud si-
nise vdi punase spektriosa poole vérreldes Cy5 molekuliga? Arvutage numbri-
liselt selle spektraalse nihke A) suurus. Vdite eeldada, et kahe sisiniku aatomi
eemaldamine ei muuda molekuli kuju, kuid véhendab selle sisinikahela pikkust
vastavalt kahe aatomi vdrra.

Kui molekul on ergastatud olekus, vdib see spontaanselt Gle minna pdhiolekusse, kiirates footoni. Selliste
sindmuste keskmine sagedus K (see on avaldatav ergastatud olekus olevate molekulide arvu suhtelise
vahenemisena dN/N ajauhikus dt, st K = %dd—];’) on madratud kiiratud footoni lainepikkusega A, tlemine-
ku elektrilise dipoolmomendiga d (mis on suurusjargus d =~ el, kus e on elementaarlaeng) ning vaakumi
dielektrilise labitavuse ¢, ja Plancki konstandiga h.

B.3 Kasutades dimensionaalset analtusi, leidke avaldis spontaansete kiirgamis-  0.7pt
sundmuste keskmise sageduse K jaoks sdltuvalt suurustest ¢, h, X ja d. Teie
avaldise tdpne numbriline tegur on k = 75,
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B.4 Cy5 molekuli korral on d ~ 2.4 el. Leidke Cy5 molekuli kdige madalama ergasta-  0.2pt
tud oleku keskmine fluorestsentsi eluiga 7¢,5, mis on poérdvdrdeline p&hiole-
kusse mineku kiirgamissindmuste keskmise sagedusega.

Osa C. Bose'i-Einsteini kondensatsioon (1,5 punkti)

See osa ei ole otseselt seotud osadega A ja B. Siin osas uurime bosonite kollektiivset kaitumist. Bosonid
ei allu Pauli keeluprintsiibile ja seetdttu esineb madalatel temperatuuridel v8i kdrgetel tihedustel hu-
vitav nahtus, mida nimetatakse Bose'i-Einsteini kondensatsiooniks. Bose'i-Einsteini kondensatsioon on
faasitleminek isedralikku kollektiivsesse kvantseisundisse, kus suur hulk Ghesuguseid osakesi "konden-
seeruvad” Uhte ja samasse kvantolekusse ja hakkavad kdituma Uhe kvantlainena. Tavaliselt saavutatakse
see faasilleminek, kui jahutada teatud hulka osakesi alla kriitilise temperatuuri. P6himdotteliselt saaks ka
nii, kui hoida temperatuuri fikseerituna, aga suurendada osakeste tihedust Ule kriitilise piiri.

Alustame sellest, et uurime temperatuuri ja tiheduse seost Gleminekul. IImneb, et temperatuuri ja tihe-
duse kriitilisi vaartusi saab tuletada tUhe lihtsa tahelepaneku pdhjal: Bose'i-Einsteini kondensatsioon toimub
hetkel, kui de Broglie lainepikkus, mis vastab ruutkeskmise kiirusega osakesele, saab vérdseks gaasis olevate
osakeste tiilipilise vahekaugusega.

C1 Vaatleme gaasi, mille moodustavad soojustasakaalus olevad omavahel mitte-  0.4pt
interakteeruvad 8"Rb aatomid. Kirjutage valja avaldised aatomite tiupilise im-
pulsi p ja tutpilise de Broglie lainepikkuse )\ jaoks funktsioonina aatomi mas-
sist m, temperatuurist 7T ja fuUsikalistest konstantidest.

C.2 Avaldage gaasis olevate osakeste tuupiline vahekaugus ¢ funktsioonina osakes-  0.5pt
te arvtihedusest n. Tuletage selle pdhjal kriitiline temperatuur 7. funktsioonina
aatomi massist, osakeste arvtihedusest ja flusikalistest konstantidest.

Saavutamaks Bose'i-Einsteini kondensatsiooni laboritingimustes, peavad eksperimentaatorid gaase ma-
ha jahutama vaga madalatele temperatuuridele suurusjargus 7., = 100 nK.

c3 Kui suur on Rb gaasi osakeste arvtihedus n, juhul, kui tleminek toimub sel-  0.6pt
lel temperatuuril? Vordluseks, arvutage ka "tavaline” osakeste arvtihedus n,
ideaalses gaasis standardtemperatuuril ja -réhul, st T, = 300K ja p, = 10° Pa.
Kui mitu korda on "tavaline” gaas tihedam? Vdite eeldada, et aatomite mass on
87 aatommassithikut (m,.,)-

Osa D. Kolme kiire optiline vore (5 punkti)

Esimesed Bose'i-Einsteini kondensaadid toodeti aastal 1995. Peale seda on eksperimendid selle konden-
saadiga paljudes erinevates suundades edasi arenenud. Selles Ulesande osas uurite Uhte kasulikku ideed
asetada kondensaat ruumiliselt perioodilisse potentsiaalivdlja, mille tekitavad interfereeruvad koherent-
sed laserikiired. Kuna interferentsi muster on perioodiline, kutsutakse seda optiliseks voreks. Selles opti-
lises vdres liilkuva aatomi potentsiaalne energia V(#) on vdrdeline valguse intensiivsusega aatomi asu-
kohas. Oma arvutustes vdite eeldada, et

V(i) = —a ([E@ ). ()

Uleval valemis « on positiivne konstant ja noolsulud tahistavad Ule aja keskmistamist, mis eemaldab kiirelt
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vonkuvad liikmed. i-nda laseri tekitatud elektrivali on avaldatav kui

kus E, ; on elektrivélja amplituud, k; on lainevektor ja &; on Ghikpikkusega polarisatsioonivektor.
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Joonis 2. (a) Kolme kiire optiline vdre: kolm tasalainet lainevektoritega %172)3 kattuvad teinetei-
sega ja interfereeruvad joonisel naidatud hallis ringis. (b) Korraparase kuusnurga simmeet-
riad: pidevad ja katkendlikud jooned naitavad kahte suimmetriatelgede komplekti. (c) Sadul-
punkt: punkt pinna peal, kus pinna puutuja tdusud kdigis ristuvates suundades on nullid, aga
mis ei ole joonistatud funktsiooni ekstreemum. Liikudes joonisel mééda pidevat joont tundub
funktsioonil olevat sadulpunktis miinimumpunkt, aga taiendav vaatlus ristuvas suunas (kat-
kendlik joon) on vajalik, et eristada miinimumpunkti sadulpunktist.

Teie Ulesanne on uurida kolmnurkset optilist vére, mille tekitab kolme v8rdse intensiivsusega koherentse
laserikiire interferents. Levinud katseskeem on naha Joonisel 2a. Selles katses on k&ik kolm kiirt polari-

seeritud z suunas, kiired levivad zy tasandil ja kohtuvad teiste kiirtega vrdsete 120° nurkade all. V&tke
z-telje suund paralleelseks lainevektoriga ;.

D.1 Kasutades vdrrandeid (2) ja (3), leidke avaldis potentsiaalse energia V(7) jaoks  1.4pt
kiirte tasandis funktsioonina raadiusvektorist 7 = (z, y).
Vihje: tulemuse saab valjendada mugavalt kujul konstant pluss summa kolmest
koosinusfunktsioonist argumentidega b, - 7. Kirjutage oma tulemus sellisel kujul
ja leidke vektorid b,.

D.2 Leitud potentsiaalne energia on simmeetriline kuue telje suhtes, tdpsemalt  0.5pt
Oeldes on potentsiaal simmeetriline suvalise arvu 60° podrete suhtes timber
koordinaatide alguspunkti. Leidke lihtne argument, mis t8estaks, et see nii on.

Uleval taheldatud summeetria lihtsustab kahedimensionaalse potentsiaali V(7) analtusi. Nagu naidatud
Joonisel 2b, on korraparasel kuusnurgal simmetriajooned, mis Uhendavad vastasnurki omavahel (pide-
vad jooned) vdi vastaskulgede keskpunkte omavahel (katkendlikud jooned). Seega selles Ulesandes ei
ole vaja joonistada ja analtUsida kahedimensionaalseid potentsiaali graafikuid, vaid me saame teatud
tulemusi tuletada analtusides potentsiaali piki = ja y telgi, mis on simmeetriatelgedeks.
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D.3 Tuletage potentsiaali V(7) avaldis piki koordinaattelgi ehk leidke funktsioonid  1.2pt
Vx(z) = V(z,0) ja Vi-(y) = V(0,y). Leidke Vx(x) ja Vi (y) kdigi ekstreemum-
punktide asukohad, pidades meeles, et need on ainult Uhe muutujaga funkt-
sioonid. Need funktsioonid on perioodilised, seega palun kirjutage vélja ainult
Uks komplekt miinimumpunkte ja maksimumpunkte Uhe perioodi sees.

Me soovime leida niinimetatud véres6/mi, mis on kahedimensionaalse potentsiaali V(#) miinimumide
asukohad. Miinimumpunktid, mis me leidsime Ghe argumendiga funktsioonidest Vy ja V4, vbivad viida-
ta kahedimensionaalse potentsiaali miinimumpunktile, aga me peame lisaks kontrollima, kas tegemist
on sadulpunktiga. Nagu naidatud Joonisel 2¢c, vbivad sadulpunktid Uhe telje suhtes vaadates paista mii-
nimumpunktina, kuigi tegelikult nad ei ole seda.

D.4 Kasutades eelmise alapunkti tulemusi, leidke optilise vére tegelikud miinimum-  0.8pt
punktid: leidke kdik koordinaatide alguspunktile kéige lahemad samavaarsed
miinimumpunktid, mis ei Uhti koordinaatide alguspunktiga. Mis on kahe sellise
miinimumpunkti vahemaa a ehk teisti 6eldes optilise vbre vérekonstant? Aval-
dage tulemus kasutades laseri lainepikkust )\ ..

Ulikiilmade neutraalse laenguga aatomite kohta vdiks arvata, et interaktsioonid aatomite vahel on mér-
kimisvaarsed ainult siis, kui kaks aatomit on optilises vdres samas miinimumpunktis. Siiski teevad eks-
perimentaatorid ka katseid, kus aatomite vahel on interaktsioonid iile pikkade vahemaade. Uks véimalik
[ahenemine p&hineb Rydbergi aatomite tekitamisel, mis on fuusiliselt suured ja millel on lisaks teised eba-
tavalised omadused. Rydbergi aatomid on ergastatud aatomid, millel Uks elektron on ergastatud vaga
kdrge peakvantarvuga n olekusse. Rydbergi aatomi suurust saab hinnata, vaadeldes elektroni kui klas-
sikalist osakest klassikalisel orbiidil, millel on orbitaalne impulsimoment nh, kus % on taandatud Plancki
konstant.

D.5 Leidke peakvantarvu n vaartus, mille korral Rb Rydbergi aatomiraadiusonvérd-  1.1pt
ne laseri valguse lainepikkusega ), = 380 nm. Avaldage vastus kasutades suu-
rust A\, ja fuusikalisi konstante, ning leidke selle numbriline vaartus.




